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Célculo I. Examen V

Ejercicio 1 (2.5 puntos). Escribe los siguientes enunciados:

1. Definicion de sucesion Convergente:
Una sucesién de nimeros reales {x,} se dice “convergente”si L € R tal que
Ve >03dm e N:sineN,n>m,se tiene |z, — L| < e.

2. Criterio del cociente para sucesiones:

Sea a,, >0 Vn € N,

an

Si{a"+1}—>L:>{%}—>L (LeRS o “+00”)

3. Criterio de condensacién para series:

Sean a,, > 0 Vn € N, con a,, decreciente. Entonces:

E a, convergente < E 2"aon convergente
n>1 n>1
4. Definicién de funcién continua en un punto a de su dominio:

Sea ACR, f:A— R, aec A Se dice “f continua en el punto a”si

V{a,} — a= {f(a,)} — f(a) (a, € AVn € N)

5. Teorema de Bolzano-Weierstrass:

“La imagen, por una funcién continua, de un intervalo cerrado y acotado, es
un intervalo cerrado y acotado”
En particular, si f : [a,b] — R es continua, entonces f alcanza un méximo
absoluto y un minimo absoluto.

Ejercicio 2 (2 puntos). Estudia la convergencia de las siguientes sucesiones:

T, + =
1. vy =2, 21 = % (1 punto)
Probaré que {x,} decreciente y minorada por \/5/

-~

(2 (1)

(1) ¢ xn = V2 Vn € N ? (por induccién)
en=1x,=2>2 Si
o 1, > V2 = 1pi 2 V27
—_——

hip. de ind

xn+l 2
I > 2 = — > 2V2 = 2242 > 2V 21,

Tyl 2 \/5 —
2 Ty

=l 42-2V22 0= (2, —V2)? >0 St

Luego x,11 > V2 y concluimos (1).
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(2) i{zn} decreciente ? <= jxp41 < x, Yn € N?

2
Tptl K Ty &= ——— <2, &= T, + — <20, < — <1,
2 Tn Ty,
2 ,
<2<z Si, por (1)

Asi concluimos (2).

Por ser {x,} decreciente y minorada (por v/2) = {z,} converge.
Sea L = lim{z,} = {x,11} — L (parcial)

Tnp1 — L (umad?i L .

del lim +Z 9 L = 2

xn—l—% L—i—% 2 {M
> 2

(el “candidato” —v/2 se descarta, pues z,, > V2 Vn € N)
En conclusion, {z,} \, v2

{nlogn

Tog(n)) } (1 punto)

Llamamos a, = nlog(n), b, = log(n!) /" +oo (puedo aplicar Stolz)

anin—an _ (n+1)log(n+1) —nlog(n) _log(n+1)+log (“F1)"

bpy1 — bn log(n + 1)! — log(n) B log(n + 1)
log (21" .,
P 1) MC RO
log(n + 1)

Donde en (x) he aplicado que log (%2)" — log(e) = 1y que log(n+1) — +o0

n

Ejercicio 3 (3 puntos). Sea la sucesién {a,} verificando |a, — 1] < —,Vn € N. Se

S|

pide:

1. Probar que la serie ) (—1)”@ converge absolutamente.
n>1

. -1 .,
La pregunta se reduce a probar si lan=1l . onverge. Por “comparacion”
n )

n=1

usando la hipétesis:

1

|an — 1 w1

S, =

n non
, (erit.comp.) n—1
Asi, por ser Y % convergente Z(—l)”% convergente.
n>1 n>1

. . . . O
2. Estudiar la convergencia absoluta y la convergencia de la serie > (—1)"—
n

n=1
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= La convergencia absoluta es ver si ) 9 converge.

n>1
Comparacién (criterio lfmite) con la serie Y &
n
n=>1
an
n =g, —1€RY
n

Asi, por el criterio limite de comparacién,

1 a
E ~ no converge —> g — no converge
n n

n>1 n=>1

a
Luego Y (—1)"— no converge absolutamente
n=>1 n

= ;converge?

SRS

Sy ey Sy

n>1 n>1 n>1

o (an — 1)

Por el apartado anterior tenemos que »_ (—1) converge absolu-

n=1
tamente, luego converge.

Por el criterio de Leibnitz tenemos que ) (—1)"— converge.
n>1 n

an .
Al ser Y (—1)"— suma de series convergentes tenemos que converge.
n>1 n

Ejercicio 4 (2.5 puntos). Sea f : [0,1] U {2} — R la funcién definida por:

(

a (si x =0)
22

f@) =9\ 15 Gi0<z<
b (six=2)

\

1. (1 punto) {Para qué valores de a y b es f continua?

= Continuidad en el punto 0 € A

f(0) =a .
lfm f(z) = lim f(z) =0 f continuaen 0 <= a=0
z—0 z—0+

» f continua en cualquier punto de ]0, 1] (por el cardcter local de la conti-
nuidad)

= Continuidad en el punto 2 € A
2 es un punto aislado del dominio y, por tanto, f es continua en 2 (inde-
pendientemente del valor de b)
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Conclusion:
f continua <= a =0

2. (1 punto) jPara qué valores de a y b es f mon6tona?
22 142 1 1 1 :
Observemos que 155 = 1737 — 13,2 = 1 — 1552 €8 creciente en 10, 1].

Asi, fho , s creciente. Para que f creciente en A debe ocurrir que:

(En ningun caso podra
ser f decreciente)

VoA
NI= O

= <f = a
b=f(2) > f(1)=3 = b

3. (0.5 puntos) Calcular la imagen de f.
Im(f) = {a,0} U f(]0,1])

Por el T.V.L y la monotonfa de f}, , sabemos que f(]0,1]) =]0, 3], luego

]m(f):{a,b}U}O,ﬂ



